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超選択則講義

谷村 省吾

名古屋大学大学院情報科学研究科1

「超選択則討論会」2012年 3月 14, 15日 東京大学駒場キャンパスにて．

超選択則についての講義ノート．まだ完成していません．

1 超選択則とは

超選択則は，1952年にWick, Wightman, Wigner の 3人が唱えた，量子力学の付加的法則であ

る [1]．Heisenberg, Born, Jordan, Dirac, Schrödinger, von Neumann などが構築し整備した量子

力学の大枠を変更したわけではなく，現実の物理と適合するように理論を絞り込んでいるという

意味で，「付加的法則」と言った．

何を絞り込んでいるのかというと，測定可能な物理量のクラスを絞り込んでいる．標準的な量

子力学では，物理系の状態はHilbert空間H の単位ベクトルで表され，物理量はH 上の自己共

役作用素で表されることになっている．「物理量」は物理学の概念であり，数学の立場から見れば

無定義用語である．「自己共役作用素」は数学の概念であり，数学的定義ははっきりしている．von

Neumannは「物理量は自己共役作用素で表される」ことは明言しているが，逆方向の命題「自己

共役作用素に対する物理量が存在する」という点については，ちょっと自信のない言い方をして

いる．

歴史的に見ても面白い点なので引用してみるが，von Neumannの有名な本『量子力学の数学的

基礎』（井上・広重・恒藤訳）[3]には，

《量子力学的系の物理量に対して超極大なエルミート作用素を一意的に対応させられることは，

我々の知っている通りであるが，それに加えて，これらの対応は一対一である，すなわち，すべ

ての超極大エルミート作用素は現実に物理量に対応している，と仮定するのが都合がよい．》

と，さりげなく書かれている．あまりにもさりげなく書かれているので，よほど注意して探さ

ないと見落としてしまうほどである．ここで「超極大なエルミート作用素」は現代の用語では自

己共役作用素のことである．物理量が測定可能であるとはどういうことかという物理的条件を吟

味することによって，物理量が自己共役作用素で表されることは合理的に示されるが，逆に，任

意の自己共役作用素が何らかの物理量に対応しているか？という点に関しては《そう仮定するの

が都合がよい》という程度の正当性しか与えられない．例えば，物理量の和がまた物理量になる

ことが示せるといった点が都合がよい（ただし，非有界作用素の場合は自己共役作用素同士を足

しても自己共役作用素にならないという問題がある）．

この《…と仮定するのが都合がよい》という表現は von Neumannのドイツ語の原文 (1932年)

では《... es ist zweckmässig anzunehmen, ...》と書かれている．Beyerによる英訳本 (1955年)で

は，この部分は《... it is convenient to assume, ...》と訳されている．Wightman (1995年)は《...

it is appropriate to assume, ...》と訳した方が原文の意味に近いとしている [2]．
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いずれにしても，von Neumannも自信をもって「自己共役作用素と測定可能量は一対一対応す

る」という公理を掲げていたわけではないが，自己共役作用素と測定可能量は漏れなく一対一対応

するという信念というか期待は何となく共有されていったようである．Wick, Wightman, Wigner

による超選択則の発見は，この期待は物理学としては間違っているという気づきであった．

自己共役作用素全体の集合と，測定可能物理量全体の集合が一対一対応しないとすれば，一方

が他方を包含するような関係にあるのかといった疑問も湧く．その点についてはまた後ほど議論

したいが，さしあたって超選択則は，「自己共役作用素が測定可能物理量に対応するための必要条

件」である．つまり，超選択則は，自己共役作用素Aに対する

Aは測定可能 ⇒ Aは超選択則を満たす (1)

という命題として定式化される．対偶は，

Aは超選択則を満たさない ⇒ Aは測定不可能 (2)

である．Wick, Wightman, Wignerの超選択則が自明でないのは，現実的なモデルにおいて測定

可能量のクラスから締め出される自己共役作用素があるからである．

言い訳をたくさん言っておく．「測定可能 (measurable)」という概念もいまの段階では無定義だが，

これについては後で議論したい．言葉づかいの問題だが，代数的場の量子論 (algebraic quantum

field theory)の文脈では，「場の量」全体がなす代数を field algebra Fと呼び，「測定可能な場の量」

全体がなす代数を observable algebra A と呼んで区別する（包含関係 F ⊃ Aが成り立つ）が，場

の理論に限らない一般的な文脈では，「測定可能とは限らない物理量」をたんに「物理量 (quantity,

physical quantity)」と呼び，「測定可能な物理量 (measurable quantity)」はいちいち形容詞を付け

て言うことにしよう．なお，「有限自由度の量子力学では超選択則は意味がない（要らない，出て

来ない）」と言う人もいるが，それも誤解があったり，理論を限定すればの話であったりするので，

ここでは無限自由度場の量子論の文脈に限定せずに超選択則を議論する．

では，超選択則は具体的にはどのように述べられるのか？ 超選択則を特徴付ける作用素 J

(superselection charge) があり，自己共役作用素Aが測定可能量ならば

[A, J ] = 0 (3)

を満たす，というのが超選択則 (superselection rule)である．形式的にはこれだけのことである．

超選択チャージ J は何種類かあり，それに応じて超選択則も何種類かある．ユニヴァレンス超

選択則，ゲージ超選択則などが代表的であるが，私はこのラインナップにスケーリング超選択則，

パリティ超選択則，ローレンツ超選択則，カラー超選択則を加えたい．

2 ユニヴァレンス超選択則

超選択則に慣れるために，ユニヴァレンス超選択則 (univalence superselection rule) がどんな

ものか見てみよう．超選択チャージ J として

J = e2πiJz/ℏ (4)
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を採用する．ここで Jzは角運動量 z成分であり（どの成分でも構わない），J は 360◦の回転を与

えるユニタリ作用素である．この場合，超選択則 (3)は

J†AJ = A (5)

と同等であり，「Aが測定可能ならばAは 360◦回転で不変」であることを要請する．

電子の Diracスピノル場 ψ(x) （作用素に値を持つ超関数であるが，その点は適当に扱うとし

て）から作られる
1

2
(ψ + ψ†),

1

2i
(ψ − ψ†) (6)

などは形式的に自己共役作用素であるが，スピノルは

J†ψJ = −ψ, J†ψ†J = −ψ† (7)

のように 360◦回転で符号が変わってしまう（よく知られた，スピノルの 2価性）．従って，(6)の

ような量は測定不可能である．

それに対して，

ψ†ψ, ψ̄ψ = ψ†γ0ψ, ψ̄γµψ, ψ̄σµνψ (8)

などは 360◦回転で不変であり，ユニヴァレンス超選択則をパスして，測定可能物理量である．ψ†ψ

は電子の電荷密度，ψ̄γµψは電流密度を表す．ただし，ψψという積も 360◦回転で不変なのでユ

ニヴァレンス超選択則をパスしてしまうが，これはゲージ超選択則をパスしないので，やはり測

定可能量のクラスから除外される．

物理っぽく言い換えると，電子の物質波 (de Broglie wave)の絶対値は測定可能だが，物質波の

位相は測定不可能だと言える．電子波が干渉して波が強め合ったり打ち消し合ったりして，電子

の存在確率が大きくなったり小さくなったりする様子は観測できるが，それが波の山と山が重な

り合って強め合っているのか，谷と谷が重なり合って強め合っているのかは，誰にもわからない．

電子波の相対位相を測ることは可能だが，電子波の位相そのものを測ることはできた試しががない

のは経験則だし，位相の絶対値を問うこと自体ナンセンスだと物理学者は思っているだろう．しか

し，なぜそれを測ることができないのか，という点を明らかにしようというのが私の論点である．

測定可能性に関して，電子の波は，光子に対する波動である電磁波とは性質が大きく異なるこ

とに注意してほしい．電磁波は振幅の絶対値も位相も測定可能である．少なくともラジオ波から

マイクロ波くらいまでの周波数域では，望む位相の電磁波を用意できるし（加速器の加速管はマ

イクロ波の位相を調節して荷電粒子ビームを加速している），受信した電磁波の位相を測ることも

できている（NMRの検波ではこれをやっている）．要するに電磁波の山と谷は見分けがつく．ア

ンテナとはそういう仕掛けである．位相が測れる・測れないの違いは，光子には光子数保存則が

なくて，電子は電荷保存則があることに起因している．起因というか，言い換えに過ぎないのか

もしれない．この背後にはゲージ不変性という深い理由がある．そのことを測定過程の理論を通

して見ていくのが本講義の狙いである．

ユニヴァレンス超選択則が発見された経緯はWightman[2]に詳しく書かれている．元はと言え

ば 1950年頃に，Dirac場のパリティ変換

ψ(x, t) → Πψ(x, t) := eiθγ0ψ(−x, t) (9)
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において，位相因子 eiθの不定性があることが問題視されたことが議論の発端である．パリティ変

換に関して，スカラー場と擬スカラー場の区別があり，極性ベクトル場と軸性ベクトル場の区別

があるように，スピノル場も位相因子によって区別すべき種類があるのではないか，ということ

が問題になったのである．Yang, Tiomno, Zharkovらは，変換行列の行列式の値は 1でなければ

ならないという，今から見るとよくわからない理由を付けて，因子の候補を±1, ±iに絞った．当
時，スピン 1

2 の粒子としては p, n, µ±, e±, ν, ν̄ などが知られていたので，これらの粒子に±1, ±i
のどのパリティ因子を割り当てるべきかということを FermiやYangやWignerたちが議論してい

たのである．その議論の中で，Wigner, Wick, Wightmanは，そもそもDirac場 ψそのものが測

定できる量ではないので，それのパリティ変換性を実験的に判定できないし，理論として一意的

に決まらなくてもよいということに気づいたのである．

ユニヴァレンス超選択則は，「フェルミ作用素の奇数個の積は測定不可能だ」という規則に言い

換えられる．WickとWignerは fermion-boson superselection ruleと呼ぶことを好んだらしいが，

Wightmanが univalence superselection ruleという名称がよいと押し通したようである [2]．

3 超選択則と選択則

ハミルトニアンH に対して

[H,J ] = 0 (10)

という条件は J の保存則だが，超選択則は J がすべての測定可能量Aと可換である

[A, J ] = 0 (11)

と言っている．J に対する条件という意味では，超選択則は保存則が極端に強くなったケースと

考えられる．

J |j⟩ = j|j⟩を満たす J の固有ベクトル |j⟩があると，[H, J ] = 0という式は，

0 = ⟨j|[H, J ]|j′⟩ = (j′ − j)⟨j|H|j′⟩ (12)

を意味する．つまり，⟨j|H|j′⟩ ̸= 0ならば j = j′である．ハミルトニアンの作用で遷移が起こり得

る始状態と終状態において J の値は等しくなければならない．

前期量子論の原子スペクトルの理論の頃から選択則 (selection rule)という名前はあったと思う

が，これも保存則の一つの言い表し方である．原子が 1光子を放出する際には原子の角運動量は

±1または 0の変化しかしない，1光子放出で角運動量が±2も変化するような遷移は起きない，と

いう具合に「実際に起こる量子状態遷移を選ぶ，あるいは制限する規則」は選択則と呼ぶのがふ

さわしい．そして，その内実は，原子と光子を合わせた全系の角運動量保存則である．

保存則ないし選択則は「時間発展で J の値が変わらない」ことを主張するが，超選択則は「観

測可能な，どのような操作によっても J の値が変わらない」ことを主張する．そうした性質から，

「とても強い選択則」という意味を込めて超選択則と呼ぶのだろう．しかし，覚え方としては，「超

選択則は，理論的に存在し得る物理量のうち，測定可能な物理量を選ぶ規則だ」と覚えるのがよ

いと思う．
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4 純粋状態と混合状態

超選択則の意味を理解するために，純粋状態と混合状態の分類をはっきりさせておく必要があ

る．また，状態ベクトルと状態を切り分けて理解しておく必要もある．状態という概念を規定す

るには，測定可能物理量代数という概念を規定しておかないといけない．うっかりすると堂々巡

りになる恐れがあるので，それを避けるために代数的量子論では，まず測定可能物理量代数は定

まっていると仮定する．そうすると混合状態も超選択則も論理的に後付け的に決まる．そういう

アプローチで整合的な理論構成ができるが，何が測定可能であるかということを決める原理がわ

かっていない段階で測定可能代数があるというのも奇妙である．また，実際の物理実験には，変

更可能な解像度・分解能があり，それに応じて測定可能な範囲もズームアップしたりダウンした

りして融通無碍に変わり得るので，「測定可能代数が初めから決まっているアプローチ」は物理の

実情に即していない．測定可能代数と超選択則はむしろ双対な関係にあるものであって，相互規

定的なものと了解した方がよいと思う．また，測定可能代数と純粋・混合状態の概念も双対的な

ものである．

現段階ではわかりにくい文句をつぶやいてしまったが，ともかくも測定可能量代数と状態の概

念を規定しよう．

C∗ 代数の定義と状態の定義．状態の混合則．状態空間は凸空間．純粋状態と混合状態の定義．

状態とベクトルの対応．GNS構成．部分代数．制限状態．

可換代数と指標の定義．Gelfand-Naimark双対．

ある代数に対して純粋な状態も部分代数に制限すると混合状態に見える．逆に，代数の拡大に

よって混合状態が純粋状態に見直される．

重ね合わせ状態だから干渉が起こると言うよりは，非可換物理量があるから干渉が見えると言

う方がよいと思う．

5 超選択則のいろいろな言い換えバージョン

5.1 重ね合わせの禁止則（これらの解釈はやめた方がよい）

重ね合わせの禁止？重ね合わせても無関係？純粋状態の混合状態化？coherent subspace? 波束

の収縮解釈？全宇宙の超選択チャージの値は決まっている？

5.2 位相不定性の拡張（これらの解釈は残しておいてよい）

測定可能物理量が同時ブロック対角化可能．state vector が over-all phaseの不定性を持つだけ

でなく，blockごとの phase不定性を持つ．Wickたちの元々の言い方はこれに近い．デコヒーレ

ンスの考えもこれに近い．超選択則がデコヒーレンスの種と考えられたこともあった（町田・並

木・荒木）．Zurekの考え方はどうなのだろう？
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6 セクターと相

6.1 代数的定式化

algebra of bounded operators B(H ).

S ⊂ B(H )の commutant （可換子環）S′ = {C ∈ B(H ) | ∀A ∈ S,AC = CA}.
定理：S ⊂ S′′, S′ = S′′′.

von Neumann algebra M ⊂ B(H ), M = M′′.

代数Aの center Z(A) = A ∩A′.

C∗代数Aの表現 (π,H )に付随する von Neumann代数M = π(A)′′.

C∗代数Aの表現 πが factor表現（既約表現と同義）⇔ π(A)′ = C1.
sector（factor表現の準同値類）⇔ Z(π(A)′′) = π(A)′ ∩ π(A)′′ = C1.
factorは表現の可換子環が自明な表現，sectorは表現の中心が自明な表現．素朴な言い方をすれ

ば factorは既約表現，sectorは同値な既約表現の直和で書ける表現のクラス．

2つの表現 (π1,H1), (π2,H2) が互いに素 (disjoint; 私は「互いに素」よりも「不通」という訳

をお勧めする) :⇔ π1のどの部分表現も π2の部分表現と同値でない．

2つの表現 (π1,H1), (π2,H2) が準同値 (quaisi-equivalent) :⇔ π1 のどの部分表現も π2 と素では

なく，π2のどの部分表現も π1と素ではない．

Order parameters = Spec(Z(π(A)′′))

quaisi-equivalent representation, disjoint representation, superselection charge, phases and

order parameters

6.2 構成的アプローチから見たセクター

Lanford, Ruelleの無限遠方の物理量 (observable at infinity)．秩序パラメーター．相．古典力

学変数の創発．

6.3 局所場の理論のセクター

DHR (Doplicher-Haag-Roberts) analysis, DR (Doplicher-Roberts) category

6.4 有限自由度系には超選択則はないのか？

有限自由度CCR代数の既約表現はすべてユニタリ同値．有限自由度CCR系の sectorは一つし

かない．非自明な超選択則はない．

世の中，CCRがすべてか？CCRで書けない系はある．スピン系は CCRではない．

有限自由度系で非同値既約表現を持つ例．円周上の量子力学．外場・境界条件としての超選択

則．Mackey’s imprimitivity system. 光子には位置がない．

表現Hilbert空間を決めた後で超選択則を議論するのはナンセンスか？ 物理の実情として，ど

の作用素が観測可能量になるか，あらかじめわかっているわけではない．むしろ測定不可能かも

しれない量まで入れて表現空間を作る方がやりやすい．状態を決めてから表現を GNS構成すれ
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ばよいというのはその通りだが，表現を決めてから状態を作る方がずっと楽．例えば調和振動子

の coherent stateを Fock表現空間のベクトルから定めるのは簡単だが，Fock表現に頼らずに初

めから期待値汎関数として coherent stateを定義することができるだろうか？あるいは水素原子

の |nℓm⟩ベクトルやそれらの重ね合わせベクトルに相当する状態を表現に頼らずに期待値汎関数
として定れめらるだろうか？GNS構成というのは「絵に描いた餅」であり，実用向きではない．

「Hilbert空間H の次元が等しければB(H )は同値であり，H 上の自己共役作用素はB(H )

に affiliateしている．」そりゃそうだが，それは物理的意味があるとは思えない statement. B(H )

を見ていても，それがスピン系なのか，ボソン系なのか，フェルミオン系なのかすらわからない．

物理では，有界作用素全体よりも，非有界であってもかまわないが生成子が何であるかというこ

とと，生成子の多項式・有理式で書ける程度の物理量が大事．

私が量子論理をあてにしていない理由．物理量が何であるか定義せずに Yes/No questionをす

べての出発点にしようとするのはナンセンス．「エネルギーが 3eV以上かつ 4eV以下である」とい

う命題を，エネルギーという物理量を定義する以前に述べることはできない．また，射影作用素の

代数は表現を決めないと積もmeetも joinも計算できない．物理量代数は表現を決めなくてもかな

りのところまで計算を進められるし，状態を決めれば表現が決まるという分節がクリアにできる．

7 測定理論から見た超選択則

測定理論と対称性からの導出．対称性の破れ．階層構造．この章の内容は数研講究録 [23]と同

内容．

7.1 測定過程のフォンノイマンモデル

一般論を展開する前に，von Neumannが定式化した測定過程のモデルを説明する [3]．正準交

換代数で記述される 2つの量子系を用意する．一方が測られる対象系であり，位置 qと運動量 pを

持つ．他方が測定器役の系であり，位置Qと運動量 P を持つ．やりたいことは，qを測ることで

ある．我々は qの値を直接知ることはできないが，Qの値を読み取ることはできるとする．それな

ら，qの位置に合うようにQが動けばよい．対象系と測定器の相互作用・時間発展はHeisenberg

operatorを定める写像

αt : A 7→ αt(A) = U †
t AUt (13)

で記述される．この代数自己同形写像 αによって

Q 7→ α(Q) = Q+ q (14)

という変化が起きれば，そして相互作用以前のQの期待値 ω(Q)を知っていれば，相互作用後の

α(Q)を測ることによって，目盛りの差分 α(Q)− ω(Q)1 から対象系の位置 qを求めることができ

る．具体的なハミルトニアンと時間発展変換を

H := KqP, Ut := e−iHt/ℏ, Kt/ℏ = 1 (15)

で与えれば，[Q,P ] = iℏからα(Q) = Q+qが導かれ，(14)のような所望の指針シフトが得られる．
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測定のためには，ミクロ対象系とマクロ測定器の相互作用を通じて，ミクロ系の物理量の値に

マクロ系の物理量の値を追従させる機構が必要だ，という点に注目してほしい．また，マクロ測定

器もミクロ系と接触・相互作用する場面では量子力学で記述できるという点にも注目してほしい．

このモデルでは，対象系の運動量 pは，測定過程後に

α(p) = U †pU = p− P (16)

に変化する．より一般的に考えても，U の表式には qが含まれるので（そうでないと qの測定に

ならない），U と pは非可換であり，U †pU ̸= pとなる．つまり，位置 qを測るとき運動量 pの変

化は避けられない．荒っぽい言い方ではあるが，これは不確定性関係の一種である．この命題の

対偶から，pをまったく変化させない方法では qは測れないと言える．運動量保存則と位置の測

定は両立し得ない関係にある．ここに超選択則の萌芽がうかがえる．

7.2 保存量 vs. 測定可能量

もう一つ，保存則と測定が両立しないケースを示す．対象系は n個の質点からなる系で各質点

の質量・位置・運動量を mr, qr, pr (r = 1, · · · , n) とする．測定器は物理量M (meter, pointer,

indicator)を持つとする．測定過程は物理量代数の自己同形写像 αで表され，測定前の任意の物理

量Bは測定過程後には α(B) = eiHt/ℏB e−iHt/ℏに移される．測定過程は von Neumannモデルよ

りも一般的なものとしてよいが，対象系の運動量の総和は保存すると仮定する：

px :=
n∑
r=1

pr, α(px) = px. (17)

この場合，質点系の重心座標

x :=

∑n
r=1mrqr∑n
r=1mr

(18)

は，以下に説明する意味で，測れない．もしも，xに合わせてM 7→ α(M) = M + xと変動する

物理量M があったとする．M 自身は測定器の物理量代数に属する量なので，対象系の任意の物

理量Aと可換 [A,M ] = 0である．従って対象系の全運動量 pxに対しても [px,M ] = 0である．測

定過程 αは代数の自己同形写像だから，

[α(px), α(M)] = α([px,M ]) = 0 (19)

が成り立つ．一方で，[x, px] = iℏであり，(17)で α(px) = pxを要請し，また α(M) = M + xを

仮定したので，

[α(px), α(M)] = [px,M + x] = −iℏ (20)

が導かれるが，これは (19)と矛盾する．以上より，対象系の全運動量を保ち，かつ，測定器の物

理量M を対象系の重心の位置 xに対してα(M) = M + xのように連動させる測定過程αは存

在しない，と結論できる．

問題を拡張して，xの非自明な関数 f(M,x)について α(M) = f(M,x)かつ α(px) = px となる

ことを要請しても，やはりそのような αはないことが証明できる．
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通常，運動量保存則とは，部分系ではなく系全体の運動量の総和が時間とともに変化しないこ

とを言うのだが，この例では対象系だけで運動量保存則が閉じていることに注意してほしい．

この例から，保存量 pxに対して非可換な量 xは測定不可能だ，という教訓が得られる．対偶を

言うと，ある量が測定可能であるためには保存量 pxと可換でなければならないことになる．例え

ば，2つの質点の相対座標 qr− qsは pxと可換であり，運動量保存則に抵触せずに測定可能である．

保存則は対称性（変換則と不変性）と深く関わっているが，以上の検討例から，ある量が測定

可能か否かという判定条件は対称性と深く関わることが予期される．非可換な量の保存則と誤差

なし測定とは両立しないことはWigner-Araki-Yanase-Ozawaの定理として知られているが，それ

を極限まで強めたものが超選択則だと言える．

7.3 被測定量と指針量の共変性

「間接的に測れる」とはどういうことかもう少し詰めて考えよう．ミクロ系の物理量（被測定

量）をAとし，その読み取り役としてのマクロ系物理量（指針量）をM としよう．M の値を読

み取る方法はあると仮定する．問題はM の読み取り値がAの値を反映しているかどうかである．

これでもまだ数学的定義としては穴があるが，「測定可能」という概念を次のように規定したい：

(i) M の値からAの値を一意的に決める理論的もしくは経験的方法がある場合，我々はM によっ

てAを確実に測れるという．(ii) M の値からAの値を一意的には決められなくても，0でない確

率で推定できる場合，M によってAを推測できるという．(iii) M の値とAの値が統計的にもまっ

たく無関係である場合，M によってAを測れないという．

間接測定において肝心なことは指針量が被測定量に連動していることである．von Neumannの

モデルで言えば，任意の長さ bによる対象系の位置 qの移動を

σb(q) := eipb/ℏ q e−ipb/ℏ = q + b, (21)

指針Qの移動を

τb(Q) := eiP b/ℏQe−iP b/ℏ = Q+ b (22)

と書くと，測定過程前のQは σbでは動かないが，測定過程後の α(Q) = Q+ qは対象系に連動し

て σb(α(Q)) = Q+ q + bに移動する．この連動性

eipb/ℏ eiHt/ℏQe−iHt/ℏ e−ipb/ℏ = eiHt/ℏ eiP b/ℏQe−iP b/ℏ e−iHt/ℏ

σb(α(Q)) = α(τb(Q)) (23)

は共変性 (covariance)と呼ばれ，間接測定が機能しているために成り立っていてほしい条件であ

る．いまの場合，この等式は，

Q+ (q + b) = (Q+ q) + b (24)

と確認できる．
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7.4 測定過程の対称性

対象系（測定される系）の物理量代数をA，測定器の物理量代数M とする．群Gの各元 g ∈ G

がA に代数自己同形 σg : A → A で作用し，M にも代数自己同形 τg : M → M で作用してい

るとする：

σg1 ◦ σg2 = σg1g2 , τg1 ◦ τg2 = τg1g2 , g1, g2 ∈ G. (25)

測定過程は，対象系と測定器を併せた複合系のテンソル積代数の自己同形 α : A ⊗M → A ⊗M

である．またテンソル積代数にも群作用は拡張できて，σg ⊗ τg, σg ⊗ id, id⊗ τg はいずれも写像

A ⊗ M → A ⊗ M を定める．このとき，任意の g ∈ Gに対して可換図式

A ⊗ M
α−−→ A ⊗ Myσg⊗τg

yσg⊗τg
A ⊗ M

α−−→ A ⊗ M

(26)

が成り立つならば，測定過程αがG不変性を持つと言う．Gについて総和保存則 (total conservation

law)が成り立つとも言う．

保存則と呼ぶ理由：自己共役物理量 J ∈ A , K ∈ M を生成元として 1パラメータ s ∈ Rを持つ
群作用が

σs(A) = eiJs/ℏAe−iJs/ℏ, τs(M) = eiKs/ℏM e−iKs/ℏ (27)

とユニタリ実現され，時間発展 αt(B) = eiHt/ℏBe−iHt/ℏ はハミルトニアンH でユニタリ実現さ

れているとする．このとき，

[H, (J +K)] = 0 (28)

が成り立つならば，αt(J +K) = J +Kすなわち保存則が成り立ち，任意のB ∈ A ⊗M ; s, t ∈ R
に対して

αt((σs ⊗ τs)(B)) = (σs ⊗ τs)(αt(B)) (29)

すなわち (26)が成り立つ．

総和保存則とは別に，任意の g ∈ Gについて可換図式

A ⊗ M
α−−→ A ⊗ Myσg⊗id

yσg⊗id

A ⊗ M
α−−→ A ⊗ M

(30)

が成り立つならば，測定過程は対象系で閉じたG不変性を持つ，あるいは孤立保存則 (isolated

conservation law) を満たすと言う．この場合は (28)の [H, (J +K)] = 0 の替わりに

[H, J ] = 0 (31)

を要請する．
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7.5 共変測定

測定器の物理量M に関して可換図式

1⊗M
α−−→ α(1⊗M)yid⊗τg

yσg⊗id

1⊗ τgM
α−−→ α(1⊗ τgM) = σg(α(1⊗M))

(32)

が成り立つならば，M は共変的指針量 (covariant indicator) であると言う．これは (23)の von

NeumannモデルのメーターQの性質 σb(α(Q)) = α(τb(Q)) を一般化した条件式である．

総和保存則・孤立保存則・共変的指針量はそれぞれ別の概念である．

7.6 物理量の等号 vs. 測定値の等号

Aは測定前の対象系の物理量，α(M)は測定過程の後の測定器の物理量である．素朴には間接測

定はA = α(M)とすることを目指すのだが，物理量（演算子）として系の状態に無関係に両者が

等しいことを要請するのは過剰な要求である．状態を決めれば，物理量のスペクトル値の一部分

が測定値として顕在化するが，すべてのスペクトル値が顕在化するわけではない．出現確率 0の

スペクトル値に関してまで両者が等しくなっている必要はない．「物理量の等号」を弱めた概念と

して「出現する測定値の等号」の概念があった方がよい．

「測定値の等号」に相当する概念として，小澤正直氏 [15]は完全相関 (perfect correlation)とい

う概念を導入した．Hilbert空間H 上の 2つの自己共役作用素A, Bがスペクトル分解

A =

∫
λEA(dλ), B =

∫
λEB(dλ) (33)

を持つとする．ここでEA, EB はスペクトル測度．状態ベクトル ψ ∈ H において，任意のBorel

集合∆ ⊂ Rに対して
EA(∆)ψ = EB(∆)ψ (34)

が成り立つならば，状態 ψにおいて Aと B が完全相関にある (perfectly correlated in the state

ψ) と言う．この関係が成り立っていれば，状態 ψにおいて AとBは同時測定可能であり，Aの

測定値が∆内にあればBの測定値も∆内にあり，その逆も言える．この関係を

A ≡ψB (35)

と書き，≡ψを小澤の等号と呼ぶ．小澤の等号は (i)反射律：A ≡ψA, (ii)対称律：A ≡ψB ⇒ B ≡ψA,

(iii) 推移律：A ≡ψB, B ≡ψ C ⇒ A ≡ψ C を満たす. 従って，小澤の等号は物理量の同値関係で

ある．

小澤の等号は GNS (Gelfand-Naimark-Segal)表現 [6]を使えば以下のように表される．状態ベ

クトル ψ ∈ H に伴う状態 (state) ω : A → Cを

ω(A) := ⟨ψ|A|ψ⟩, A ∈ B(H ) (36)
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という線形関数と定める．ここでB(H )はH 上の有界作用素全体．状態 ωの定義域を A,Bで

生成される部分代数 G (A,B)に制限して，この代数のGNS表現を πω とすると，小澤の等号は

πω(A) = πω(B) (37)

と同値であることが小澤氏自身によって証明されている．

例えば 4次行列と状態ベクトル

A =


a11 a12 0 0

a21 a22 0 0

0 0 a33 a34

0 0 a43 a44

, B =


b11 b12 0 0

b21 b22 0 0

0 0 b33 b34

0 0 b43 b44

, ψ =


c1

c2

0

0

 (38)

(c1, c2 ̸= 0) についてのGNS表現は，Hω = C2を表現空間とし，

πω(A) =

(
a11 a12

a21 a22

)
, πω(B) =

(
b11 b12

b21 b22

)
(39)

となる．状態ベクトル ψ についての小澤の等号は πω(A) = πω(B) を意味する．A ̸= B でも

πω(A) = πω(B)となることはあり得る．

対象物理量Aと測定過程後の指針量α(M)の「測定値の等号」を定めるにはこうすればよい．A

と α(M)が生成する代数を G (⊂ A ⊗ M )とおき，対象系の初期状態を ω, 測定系の初期状態を ϱ

として，複合系の状態 ν = ω ⊗ ϱに関する G のGNS表現を πν : G → B(Hν) としたとき，

πν(A) = πν(α(M)) (40)

が成り立てばよい．このときAと α(M)の出現値はつねに一致するので，状態 νにおける測定値

に関してはAとα(M)は等しいと言える．これを

A ≡ν α(M) (41)

と書く．

7.7 主定理：超選択則の導出

測定過程が群Gの作用に関して孤立保存則を許容するならば，対象系の任意の初期状態に関し

て共変的に測定可能な量Aは，群Gの作用の下で不変である．

証明：対象系と測定系を併せた複合系の初期状態を ν = ω⊗ ϱとする．いま，測定過程のスキー

ム (α,A,M, ν)と群作用 (G, σ, τ)が用意され，測定前の物理量Aと測定過程後の指針量 α(M)の

間で A ≡ν α(M) が成り立つことを要請している．群作用を施したものについても測定値の等号

σgA ≡ν α(τgM)を要請する．測定過程における指針の共変性は α(τgM) = σg(αM) をもたらす．

また，孤立保存則より σg ◦ α = α ◦ σg. 以上より，

σgA ≡ν α(τgM) ≡ν σg(αM) ≡ν α(σgM). (42)
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小澤の等号は推移律を満たすことに注意．しかもM = 1⊗M と σg1 = 1 (1は対象系物理量の単

位元）だから

α(σgM) = α(σg(1⊗M)) = α(1⊗M) (43)

となり，(42)の等号関係は g ∈ Gによらない．従って

σgA ≡ν A (44)

が複合系の状態 ν = ω ⊗ ϱ について成立する．任意の対象系状態 ωに関してこれが成り立つとす

ると（通常の実験では，測定器の初期状態はやたらと変えないが，対象系の状態はいろいろ変え

てみるものなので，この要請は物理的に見て過大要求ではない），結局

σgA = A (45)

である． すなわちAはGの作用で不変である（証明終わり）．

物理的意味：ミクロ系だけで閉じた強固な保存則があると，その保存量に対して非可換な物理

量は系の外から測れない，測定可能な量は孤立保存量に対して可換な量に限られる，という主張

が超選択則である．これは不確定性関係の極端なケースとも言える．測定には擾乱がつきものだ

が，保存量の擾乱が許されない状況では非可換量の測定は不能に陥るのである．また，超選択則

は天下り的な規則ではなく，力学的な理由と必然性があることをこの定理は示している．対称性

は天下り的に与えられるものではなく，力学によって裏付けされるものであるという趣旨のこと

をGeorgi [16]も書いている．

7.8 ゲージ超選択則

例としてボソン系の代数A のゲージ対称性に伴う超選択則を考えよう．生成消滅演算子A†
j , Aj

(j = 1, · · · , n)が交換関係

[Aj , Ak] = 0, [A†
j , A

†
k] = 0, [Aj , A

†
k] = δjk (46)

を満たす．さらに任意の θ ∈ R, B ∈ A に対して

N :=

n∑
j=1

A†
jAj , σθ(B) := eiNθB e−iNθ, (47)

とおくと，

σθ(Aj) = e−iθAj , σθ(A
†
j) = eiθA†

j (48)

が成り立つ．絶対値が 1の複素数全体の集合

U(1) := {eiθ | θ ∈ R} (49)

は掛け算に関して群をなし，写像 σ : eiθ 7→ σθ は群 U(1)の代数A 上の作用を定める．この作用

をゲージ変換と呼ぶ．N を全ボソン数あるいは電荷と呼ぶ．
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N が孤立保存量だとする．つまり，この系を他の系と接触させて相互作用させても，測定過程

αは α(N) = N を満たすとする．このとき Aj + A†
j , i(Aj − A†

j) は自己共役だがゲージ不変でな

く，超選択則によれば測定不可能である．一方で，

1

2
(A†

jAk +A†
kAj),

1

2i
(A†

jAk −A†
kAj) (50)

などがゲージ不変な自己共役量であり，超選択則によって測定可能性を許される．

物理的な例として，超伝導系に対してAj はCooper凝縮と呼ばれる物理量を表しているし，超

流動系に対してはAj は Bose-Einstein凝縮と呼ばれる物理量を表している．ゲージ超選択則のた

めAj そのものは測定できないが，Cooper凝縮の個数に相当するA†
jAj や，Cooper凝縮の位相差

に相当する A†
jAk は測定可能である．2つの超伝導体が接触したときに流れる Josephson電流は，

この位相差に比例する電流である．一塊の超伝導体内でもCooper凝縮の位相の空間勾配に比例す

る電流が生じるが，これが超伝導電流である．

超選択則の主張をもう一度言おう．ミクロ系で電荷保存則が成立していれば，ミクロ系のゲージ

変換に連動してマクロ測定器の指針量を動かすような測定過程は存在しない．この意味で，ゲー

ジ変換で非自明な変換を受けるミクロ物理量は測れない．電荷保存則は，いままでに破れたこと

のない，最も厳格な物理法則の一つである．ということは，我々には測る手段のない，ミクロの

世界のみに存在する物理量があるということになる．Aj やAjAkなどがそういう物理量である．

余談：Feynmanは学生だった頃，講義中に「これは電子を創る演算子です」と先生が言ったと

き「どうやって電子を創るんですか？電荷保存則に反するじゃないですか！」と言って，生成消滅

演算子の理論を学ぶのをやめてしまった（そして自己流の量子論を作り上げた）というエピソード

がある（Feynman自身が Nobel賞講演でそう語っている [17]）．たしかにそんなものが見つかっ

たら電荷保存則に反する．だからこそ電子の生成消滅演算子は我々には観測されないようになっ

ていて，つじつまが合っているのである．

7.9 カラーの閉じ込め問題を全然知らない人のために

現在の素粒子の標準理論では，陽子や中性子などはクォークと呼ばれる基本粒子から構成されて

いることになっている．クォークは u (up), d (down), c (charm), s (strange), t (top), b (bottom)

の 6種類があり，例えば陽子は uud, 中性子は udd，パイ中間子は ud̄ というクォークの複合系と

される．クォークの複合粒子はハドロンと総称される．

クォークは強い相互作用と呼ばれる力で結合している．強い相互作用はグルオンという粒子の

放出・吸収によって媒介される．この力学は SU(3)を構造群とするファイバー束の接続の理論に

対する場の量子論（量子色力学, Quantum Chromodynamics, QCDと呼ばれる）で記述される．

QCDではクォークは SU(3)の定義表現，グルオンは SU(3)の随伴表現に従う．クォークの複合

粒子はテンソル積表現を既約分解した表現に従うことになるが，現実のハドロンはつねに自明表

現に従う．SU(3)の非自明な表現は「カラーを持つ」と言われる．その感覚で言えば，SU(3)の

自明表現に従うハドロンは「無色」ということになる．

しかも実験観測では，クォークもグルオンも単独の粒子として取り出されたことはない．つま

り，クォークもグルオンもつねにハドロンの中に閉じ込められているらしく，我々には「無色」の
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粒子だけが見つかる．この経験事実を「カラーの閉じ込め」(color confinement)という．QCDな

どの基礎理論からカラーの閉じ込めを演繹しようという問題は，素粒子論の積年の課題であるが，

万人が納得のいく解答は得られていない．

7.10 カラーの閉じ込めの証明（？）

カラーは群G = SU(3)の対称性に伴う保存量であり，SU(3)のリー代数の元でもある．カラー

はミクロ系で孤立保存則を満たしている．ゆえに超選択則が適用されて，測定可能量はSU(3)不

変量でなくてはならない．クォークやグルオンの場は SU(3)の非自明な変換を受けるので測定不

可能である．また，SU(3)は非可換群であり，カラー自身もまた SU(3)の随伴表現に従って非自

明な変換を受ける．ゆえにカラーは測定可能量ではない．

カラーに似た量として電荷があるが，電荷はU(1)対称性に伴う孤立保存量である．ゆえに超選

択則が適用されて，測定可能量はU(1)不変量でなくてはならない．電子のスピノル場や荷電パイ

オンのスカラー場は U(1)不変ではないのでこれらは測定不可能である．しかし U(1)は可換群な

ので電荷そのものは U(1)不変量であり測定可能である．また，電磁場そのものも U(1)不変量な

ので測定可能である．従って光子は閉じ込められない．電子の場は測定できないが，電子の電荷

やエネルギーは測定できる．

7.11 対称性の自発的破れ

角運動量は非可換群 SO(3)に伴う保存量であり，SO(3)のリー代数の元でもあり，SO(3)の随

伴表現に従うので，SO(3)作用の不変量ではない．そうすると，角運動量は保存量に対して非可

換だから，超選択則によれば，角運動量は測定不可能なはずである．しかし実際，角運動量は測定

可能であるように見える．Zeeman効果や Stern-Gerlachの実験は原子の角運動量を測っているし，

偏光・複屈折は光子のスピン角運動量を測っている．どうしてそのようなことが許されるのか？

その答えは，我々のマクロな世界は回転対称性が破れているという事実にある．水の分子は回

転対称な形をしていないし，アンモニアの分子も生体を形作るアミノ酸やたんぱく質分子も回転

不変な形ではない．回転対称性は分子のレベルや固体結晶のレベルで自発的に破れており，マク

ロ世界には SO(3)の作用で非自明な変換を受ける球対称でない系がふんだんにある．そのような

系はゼロでない角運動量を持つことができる．従って，ミクロ系とマクロ系が相互作用して角運

動量を交換することができる．そのため角運動量の保存則はミクロ系で閉じない．ゆえに角運動

量に対しては超選択則は適用されず，ミクロ系の回転変換量にマクロ系の指針量を連動させるこ

とができる．実際，角運動量を測定する実験はすべてミクロ系に電場や磁場や複屈折媒体などの

非等方的外場を印可して回転対称性を破ることによって実行されている．

同様の考察から，超伝導のようなU(1)対称性が破れた状態（正確には，長距離秩序を有する状

態）を作れば U(1)可変量（相対位相のような量）が測定できることも納得がいく．Josephson接

合がこのような状況に相当している．Josephson接合の場合，U(1)対称性が自発的に破れた系を

2つ用意し，トンネル効果で接合させることによって U(1)保存量の孤立保存則を破っているので

ある．
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7.12 批判に備えて

「この議論は《カラーの閉じ込め》を《カラーはマクロ量ではない》と言い換えただけのトート

ロジーではないか」という批判はあり得るが，それは的外れである．本発表は「測れる」という

言葉の意味内容を「被測定量と指針量の間の群作用共変性」のことだと規定し，「ミクロ孤立系の

カラー保存則が破れなければ，たとえマクロ世界にカラー可変量があっても，ミクロ側のカラー

変換に対して共変的に連動しないので，指針量として機能しない」という力学的機構に踏み込ん

だ主張をしているのである．

しかも「すべての測定可能量は超選択チャージと可換でなければならない」ことを天下り的に要

請をしているのではなく，「測定過程が孤立保存則を許容する」ことだけを仮定すれば超選択則が

導けることを示している．測定過程が孤立保存則を許容するかどうかは，力学の問題としてチェッ

クが可能な条件である．

また，ある量を群作用について共変的に測るためには，その対称性を破ればよい（孤立保存則

を破ればよい）という方針も与えている．

ただし，局所ゲージ対称性の場の相対論的量子論の定式化は単純ではなく（ghost, auxiliary

fields, indefinite-metric spaceなど），ここでの議論をそのままカラー閉じ込めの証明とするわけ

にはいかないだろう．また，「カラーが測定されない」ことと，「クォークがハドロンの外に出て来

ない」ことは，やはり一段異なる問題であり，束縛系・ダイナミクスの問題としての閉じ込めの問

題は未解決のまま残る．

7.13 階層性をもたらすもの

自然界にはクォーク・ハドロン・原子核・原子・分子・高分子・ウィルス・細胞・生物などの階

層構造があるが，何が階層性をもたらしているのか？

一つの答えとして，孤立保存則を挙げたい．孤立保存則があると，保存量と非可換なものはそ

の系の外部からは見えなくなるというのが超選択則であった．また，孤立保存量の固有値は，系

内部の運動では変化しない．つまり，孤立保存量はセクターを定義し，系固有の境界を定義する．

また，孤立保存則は入れ子構造になり得る．カラーはハドロンの外には出て来ない，アイソスピ

ンは原子核外には出て来ない保存量である．

それともう一つ，階層性をもたらすものとして対称性の自発的破れを挙げたい．P. W. Anderson

のMore is different [9]や小嶋泉氏のMicro-Macro duality [11]の議論が指し示しているように，対

称性の自発的破れに伴って出現する order parameterはセクターを定める（このことは昔から多く

の数理物理学者たちによってさまざまなアプローチで気づかれている [22]）．また，order parameter

は群作用で変換を受けるので，それを力学変数とする系はゼロでない保存量を持つことができて，

孤立保存則を乗り越えてミクロ対象系の外部からの測定や制御が可能になる．例えば，回転対称

性は分子の階層で破れている．並進対称性は，おそらくさまざまなレベルで何度も破れているの

だろう．並進対称性は，ハドロンの階層で自発的に破れているし，固体結晶の階層でも破れてい

る．そうやって並進対称性が破れているからこそ「ものの位置」を測れるようになっている．も

ちろん全運動量保存則が成り立っているならば，全系の重心の位置は測れず，測れるものは相対

位置に限られる．
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言いたかったことは，「孤立保存則が，ある種の境界線・節目を作り，対称性の自発的破れがマ

クロ力学変数を創発することによって，新しいマクロ階層が出現するとともに，ミクロ階層を測

定・制御する手段も提供され，自然界に入れ子状の階層構造が出現する」という描像が描けると

いうことだ．

7.14 Wigner-Araki-Yanase-Ozawaの定理との関係

不確定性関係にはいろいろなバージョンがあるが，そのうちの一つ，保存量に対して非可換な

量の測定精度の限界を与える不等式を述べる．これはWigner-Araki-Yanaseの定理を小澤氏が定

量的関係式に仕上げたものである [18, 19, 20]．

対象系の物理量Aを，測定器の指針量M で測ったときの平均誤差を

ε(A) :=
√

⟨(α(M)−A)2⟩, α(M) := eiHt/ℏM e−iHt/ℏ (51)

とする．物理量 J の標準偏差は

σ(J) :=
√
⟨(J − ⟨J⟩)2⟩. (52)

測定過程 αにおいて J = J1 + J2は保存するとする：α(J) = J（または [H,J ] = 0). ここで J1

は対象系の量，J2は測定器の量．また，[J2,M ] = 0とする．合成系の初期状態はテンソル積状態

ν = ω ⊗ ϱとする．このとき

ε(A)2 ≥
∣∣⟨[A, J1]⟩∣∣2

4{σ(J1)2 + σ(J2)2}
(53)

が成り立つ．

超選択則を考える状況では，そもそも J1だけで保存則が成立しており (α(J1) = J1)，初期状態

も σ(J1) = σ(J2) = 0 を満たすように選べる．従って，測定誤差 ε(A)はどのような値でも取り得

る．つまり，いくらM の目盛りを読み取ってもAの値の推測の助けにならない．

私の議論は，「測る」ことを「被測定量と指針量の共変性を作ること」だと特徴付けて，測定過

程という力学的プロセスの対称性が，被測定量と指針量の共変的相関を作ることを妨げる，従っ

て群可変量が測れない，という超選択則の意味内容を明らかにしている．つまり，測定に対する

要請事項として精度（誤差）よりも共変性の方に重点を置いた議論だと言える．

8 次元解析の延長上の超選択則

量の理論．数と量．参照系としての単位系．スケーリング・パリティ・ゲージ超選択則

量子情報との関連（川久保君）
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